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in anisotrope media

Intrigerende waarnemingen op aarde, planeetmanen en sterren suggereren

dat er in vloeistofmantels gelokaliseerde dynamische structuren bestaan.

In de koude, donkere diepzee zijn op dieptes van 500-1400 m bijvoorbeeld

koralen en sponzen geworteld. Deze zijn afhankelijk van een continue

aanvoer van voedsel vanaf een bron die zich, in de vorm van plankton, ver

weg aan het zeeoppervlak bevindt [1]. Evenzo wijzen aan het oppervlak

van enkele ijsmanen waargenomen ‘tijgerpatronen’ op het bestaan van

een eroderend mechanisme in de onderliggende oceanen [2]. Beide

verschijnselen doen denken aan golfaantrekkers die optreden wanneer de

vloeistof gelaagd is en het vloeistofdomein de symmetrie van reflecterende

onderwatergolven breekt. Leo Maas en Jeroen Hazewinkel

Onderwatergolven
Zwaartekracht en rotatie bepalen sa-
men de vorm van het oppervlak van
een vloeistofmantel (oceaan/atmo-
sfeer) op aarde, planeet of ster. Ver-
storing van dit equipotentiaalvlak,
bijvoorbeeld door getijdenwerking,
leidt tot oppervlaktegolven. Deze heb-
ben hun maximale uitwijking aan het
oppervlak, vallen daaronder exponen-
tieel af en planten zich langs dat op-
pervlak voort.

Zwaartekracht en rotatie verlenen
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deze vloeistofmantels echter ook een
stabiele interne gelaagdheid, namelijk
in dichtheid en in impulsmoment.
In zee veroorzaken temperatuur- en
zoutgehalteverschillen een graduele
dichtheidstoename met de diepte. In
rust is de dichtheidsgradiént parallel
aan de zwaartekracht. Rotatie voegt
daar een cilindrische gelaagdheid in im-
pulsmoment aan toe. Impulsmoment
neemt toe met toenemende afstand
tot de draaias. In doorgemengde wa-
termantels is dit de enige vorm van
gelaagdheid.
Verstoringen van deze gelaagde me-
dia manifesteren zich als golven
in het interne van de vloeistof-
mantel, in zee onderwatergolven
genoemd. De koppeling van
onderwatergolven met opper-
vlaktegolven is doorgaans zwak,
waardoor onderwatergolven be-
studeerd kunnen worden alsof
het oppervlak ‘bevroren’ is.
Hoewel een sferische gelaagd-
heid in dichtheid en een cilindri-
sche gelaagdheid in impulsmo-
ment doorgaans tegelijkertijd
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voorkomen, is het conceptueel een-
voudiger deze eerst apart te bekijken;
voor de dichtheidsgelaagde vloeistof
bijvoorbeeld in een niet-roterend,
klein bassin waarin de zwaartekracht
één vaste richting kent.

Anisotrope media

Gelaagde media zijn anisotroop: deel-
tjesverplaatsing vanuit rust in radiéle
of cilindrische richting is energetisch
‘kostbaar’, daar loodrecht op is ver-
plaatsing ‘gratis’. Onderwatergolven
wijken dan ook sterk af van golven in
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isotrope media, zoals die aan het wa-
teroppervlak of zoals licht en geluid,
die geen voorkeursrichting kennen.
In anisotrope media bewegen golven
scheef door de vloeistof, onder een
vaste hoek 6 met de richting van de
zwaartekracht of met de draaias. Deze
golfhoek 6 wordt bepaald door de ver-
houding van golffrequentie en een fre-
quentie die de mate van gelaagdheid
van dichtheid of impulsmoment van
de rusttoestand weergeeft. Lineaire
verstoringen (vlakke, monochromati-
sche golven) worden bepaald door een
dispersierelatie waarin de frequentie
niet, zoals gebruikelijk, koppelt aan
de golflengte, maar aan diens richting.
Het gevolg is dat het gedrag van on-
derwatergolven in bijna alle denkbare
opzichten verschilt van dat van opper-
vlaktegolven.

Geometrische focussering

Onderwatergolven zijn scherings-
golven (figuur 1). Waterdeeltjes in
een onderwatergolfbundel oscilleren
(rode pijltjes) in de richting waarin
de energie loopt (gele pijl). Langs een
golfstraal (rode streepjeslijn) gebeurt
dit in fase (afschuivingsgolf). Maar
de fase verschilt met die van parallel
daaraan gelegen golfstralen (zie de
verschillende fases waarin de rode
pijltjes zich bevinden). Dat wil zeggen
dat golfkammen en troggen, lijnen
van gelijke fase, zich loodrecht op de
(energie)bundel voortplanten.

Als een golf aan een hellende wand
reflecteert zal de frequentie van die
golf niet veranderen, en dus ook diens
hoek 6 met de anisotropierichting
niet. Bij reflectie volgen deze golven
dus niet de wet van Snellius, tenzij de
reflecterende wand (of zijn normaal)
loodrecht op de gelaagdheid staat (fi-
guur 2c). Een scheve helling — zoals

Figuur1 Verticale oscillatie van een (zwarte) cilinder in een
uniform gelaagde vloeistof genereert een onderwatergolf

onder een hoek O met de zwaartekracht, g. De fasepro-
pagatie (witte pijl) staat loodrecht op de energiepropaga-
tie (geel) en op de deeltjesoscillatie (rood).

een continentale helling op zee, of de
rand van een roterende bol — breekt
daarom de reflectiesymmetrie van on-
derwatergolven. Zoals in figuur 2a aan
de afstand tussen de blauwe lijntjes te
zien is, zal bij reflectie de golflengte,
de afstand tussen twee golfkammen,
instantaan veranderen. Deze kan af-
of toenemen, focusseren respectie-
velijk defocusseren. In een omsloten
domein — noodzakelijk om een vloei-
stof te bevatten — blijkt focussering te
domineren. Heen en weer kaatsende
onderwatergolven concentreren zo
uiteindelijk op golfaantrekkers [3].
Dit begrip ‘aantrekker’ komt uit de
dynamische-systeemtheorie en slaat
op de eenduidige eindtoestand waar-
toe een systeem zich vanuit een groot
aantal begintoestanden ontwikkelt.
Zodra de frequentie van de onderwa-

tergolf'en de gelaagdheid en vorm van
de zee bekend zijn, is, onafhankelijk
van de positie van de bron, precies te
voorspellen waar deze golven uitein-
delijk heen zullen gaan!

Het concept ‘focussering’ stijgt hier-
mee uit boven hetgeen een parallele
lichtbundel bij inval op een lens on-
dervindt. Waar lichtgolven na passage
van het brandpunt divergeren, zullen
onderwatergolven irreversibel worden
ingevangen op een golfaantrekker.
Hierbij zij opgemerkt dat lichtgolven
van verschillende frequentie allen
hetzelfde brandpunt passeren, terwijl
onderwatergolven van verschillende
frequentie een andere golfhoek en
daarmee andere golfaantrekker berei-
ken.

Energiebehoud impliceert dat een
onderwatergolf na focusserende re-

Figuur2 a) Deel van één karakteristiek web (blauw) leidend tot lokalisatie op een golfaantrekker (rood) en b) stroomfunctiepatroon van
vrije onderwatergolf in bassin waarin reflectiesymmetrie gebroken is. Blauw en geel geven positieve en negatieve waardes weer.
De stroomrichting is parallel aan (iso)stroomlijnen. De stroomsterkte is omgekeerd evenredig met de afstand tussen stroomlij-
nen. c) Als b) voor symmetrisch bekken, met twee afzonderlijke periodieke webben (blauw) [3].
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Figuur3 Laboratoriumwaarneming van de harmonische verstoring van de verticale dichtheidsgradiént (onderwatergolf) in een horizontaal
oscillerende tank met een hellende zijwand. a) Amplitude (dimensieloos), b) fase (kleur). De pijltjes geven de voortplantingsrich-
ting weer [4].

flectie intensiveert. Zo kan in ideale,
wrijvingsloze vloeistoffen ruis van ze-
kere frequentie rond de bijbehorende
golfaantrekker oneindig versterkt
worden. Viscositeit leidt uiteraard tot
verzadiging, net als niet-lineariteit
(golfbreking), maar evengoed zijn
golfaantrekkers de hotspots waar ‘het’
gebeurt: menging van watermassa’s,
transport van opgeloste stoffen en
verandering van de oorspronkelijke
gelaagdheid.

Zelfgelijkvormigheid

De ruimtelijke structuur van tweedi-
mensionale onderwatergolven wordt
gevonden door golfstralen, karakte-
ristieken, x+z=constant, te volgen.
Hiermee kan de vergelijking voor
het stroomfunctieveld exact worden
opgelost: in symmetrische vloeistof-
bassins analytisch, door scheiding van
variabelen; voor willekeurige bassin-

vorm geometrisch, door scheiding van
operatoren (zie kader Stroomfunctiepa-
tronen en figuur 2). De geometrische
methode gebruikt dat door ieder punt
precies twee karakteristieken lopen.
Iedere karakteristiek vormt deel van
een via weerkaatsing verbonden uniek
web. Ieder web kent een invariant:
de partiéle druk. De storingsdruk en
stroomfunctie in zo’n punt worden
bepaald door de som respectievelijk
het verschil van deze invarianten.

Hellende wanden leiden tot breking
van de reflectiesymmetrie en voor bij-
na alle bassins bijna altijd tot golfaan-
trekkers; ook in driedimensionale
bassins en ook voor niet-noodzakelijk
parallele, gelijktijdige aanwezigheid
van gelaagdheid in dichtheid en im-
pulsmoment, zoals in de geo- en as-
trofysische context. Opmerkelijk is
dat ondanks lineariteit van het pro-
bleem, de golfoplossingen -eigen-

Stroomfunctiepatronen

In tweedimensionale, uniform gelaagde media wordt het ruimtelijk patroon
van monochromatische onderwatergolven beschreven door de (ruimtelij-

ke) golfvergelijking:

'L/}ww - 17bzz = (az‘ - az)(aw: + az)w = 07

in termen van stroomfunctie 1/(x,z) met geschaalde horizontale (x) en ver-
ticale (z) coordinaten, en met subscripts als partiéle afgeleiden. Hier is de
verticale co6rdinaat, loodrecht op de lagen, zodanig gestrekt dat de hoek
waaronder onderwatergolven lopen altijd 45 graden is, waardoor alle res-
terende medium- en golfeigenschappen in één samengestelde parameter
bevat zijn: de verhouding van bodemhelling en golfhelling. Observeerbare
stroomsnelheids- en dichtheidsverstoringen volgen uit de gradiént van ).
In gesloten bassins worden vrije golfoplossingen gevonden door te eisen
dat de rand een stroomlijn (¢=0) is, en door op precies te bepalen delen
van de rand ook de normaalafgeleide van de stroomfunctie willekeurig voor
te schrijven. Forcering wordt ingebracht door op deel van die rand ¢ = o te

kiezen.
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schappen vertonen die gewoonlijk
alleen voorkomen in niet-lineaire dyna-
mische systemen, namelijk zelfgelijk-
vormigheid in de fysieke, spectrale en
parameter ruimtes: een deel van het
patroon is gelijkvormig aan het gehele
patroon [3].

Laboratorium- en
veldwaarnemingen

In vloeistoffen die gelaagd zijn in
dichtheid en/of impulsmoment kun-
nen golfaantrekkers experimenteel
worden waargenomen. Een gelaagd-
heid in dichtheid creéert men bij-
voorbeeld door bij het vullen van een
tank het zoutgehalte als functie van
de diepte te variéren. Aangezien de
stroomfunctie (figuur 2) zelf niet
meetbaar is, worden dichtheidsver-
storingen (evenredig met de verticale
snelheid, ) optisch gemeten. Deze
techniek gebruikt dat licht een pad
volgt dat een functie is van de dicht-
heid van het tussengelegen medium.
Door de vloeistoftank horizontaal
te oscilleren ontstaan onderwater-
golven, verstoringen van het dicht-
heidsveld die zich manifesteren als
schijnbare beweging van een op de
achtergrond aangebracht stippelpa-
troon. Hun amplitude en fase tonen
de lokalisatie van onderwatergolven
op de bij deze oscillatiefrequentie
horende rechthoekige golfaantrekker
(figuur 3). Langs de aantrekker neemt
de amplitude als gevolg van wrijving
kloksgewijs af, in de richting waarin
bij reflectie aan de voorover hellende
linkerwand focussering plaatsvindt.
Het faseveld laat het transversale ka-
rakter van onderwatergolven zien:
fase beweegt (zie pijltjes in figuur 3b)
loodrecht op de energievoortplan-
tingsrichting.

Lokalisatie van energie impliceert



Figuur 4 a) Locatie van een oorspronkelijk gelijkmatig verdeeld deeltjes-
gordijn na twintig golfperiodes. b) Idem voor rechts van de helling
losgelaten virtuele deeltjes van variabele dichtheid (kleur), zoals

verplaatst door het waargenomen stationaire snelheidsveld.

kleinschaligheid. Traditioneel zijn
oceanografische waarnemingen ech-
ter gericht op het oplossen van groot-
schalige patronen. Dit betekent dat
de afstand tussen twee meetpunten
typisch van de orde van kilometers
in horizontale en (tientallen) meters
in verticale richting is, terwijl slechts
een fractie van de totale waterdiepte
bemonsterd wordt. Mogelijk heeft
gebrek aan ruimtelijk oplossend ver-
mogen de ontdekking van golfaan-
trekkers in zee en meren in de weg
gestaan. De ontwikkeling van nieuwe
instrumenten die driedimensionaal
kunnen observeren is daarom ge-
wenst [5].

Indicaties uit de natuur

In gelaagde zeeén zouden golfaan-
trekkers dus plankton naar de diepzee
kunnen transporteren en zo koralen
en sponzen kunnen voeden [1]. Hoe-
wel transport van materiaal vanaf op-
pervlak naar bodem, met een compo-
nent loodrecht op dichtheidsvlakken,
niet-triviaal is tonen laboratorium-
proeven aan dat golfaantrekkers in ie-
der geval in de ‘gratis’ richting, langs
dichtheidsvlakken, deeltjes ‘aantrek-
ken’ (figuur 4). Een daaropvolgend
neerwaarts transport langs de golfaan-
trekker is mogelijk het gevolg van
menging door instabiliteit van de ge-
associeerde intense scheringsstroom.
Golfaantrekkers zouden ook een ver-
klaring kunnen bieden voor de aanwe-
zigheid van twee typen jonge sterren:
sommige mét, andere zonder lithium.
Curieus is dat lithium afwezig lijkt
in sterren die vergezeld worden door
een planeet [6]. De aanwezigheid van
een planeet impliceert getijdenwer-
king. In een roterende, wellicht ook
dichtheidsgelaagde ster kan dit, net
als in de mariene context, tot versneld

Figuur 5 De gebruikte opstelling, met daarin de dimensies en S en L staan voor klein en
groot bassin. De bakken worden met water gevuld met van beneden naar boven
gradueel afnemend zoutgehalte. De motor om de bak te oscilleren is rechts te
zien.

transport langs een golfaantrekker en
daarmee tot verwijdering van lithium
hebben geleid.

We verwachten dat golfaantrek-
kers ook in andere anisotrope media
voorkomen zodra de domeinvorm de
reflectiesymmetrie verbreekt, bijvoor-
beeld in gemagnetiseerde plasma’s
of in metamaterialen, waarin licht
op nanoschaal een vaste hoek met de
anisotropierichting maakt [7]. Wel-
ke verschijnselen hierbij horen blijft
vooralsnog een raadsel.
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